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Intro duction

Soit G un graphe bicolo re. On itère les transfo rmations lo cales

: : :

jusqu'à n'avoir plus que des fo rêts. Qu'obtient-on ?
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Premier exemple

�! + �

Mais aussi

�! + �

) Algo rithme de décomp osition non con�uent (même à

isomop rhisme p rès).

C'est l'exemple le plus simple. P ourtant, pas de fo rêts tq

# c :c : = j V � j .
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Nomb re de fo rêts minimales

Outil : équations de transp o rt

Esquisse de p reuve

F o rêts minimales

Dé�nition

Une fo rêt bicolo re est dite minimale si tous ses sommets bleus sont

dans des comp osantes distinctes.

Exemple

V oici la fo rêt minimale F � de taille � = 5 ; 3 ; 2 ; 2 :
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F o rêts minimales

Dé�nition

Une fo rêt bicolo re est dite minimale si tous ses sommets bleus sont

dans des comp osantes distinctes.

Exemple

V oici la fo rêt minimale F � de taille � = 5 ; 3 ; 2 ; 2 :

Théo rème (DF‘ 2008)

Le nomb re de fo rêts minimales de taille � �xée ap rès itération de

nos transfo rmations sur un graphe bicolo re G ne dép end pas des

cycles choisis.

V alentin Féra y (avec P . ‘ et M. D.) Ma riages et p olynômes de Kerov 5/20



Décomp osition de graphes en somme alternée de fo rêts

Application aux rep résentations du group e symétrique

Nomb re de fo rêts minimales

Outil : équations de transp o rt

Esquisse de p reuve

Illustration

Premier choix de b oucles

!

V alentin Féra y (avec P . ‘ et M. D.) Ma riages et p olynômes de Kerov 6/20



Décomp osition de graphes en somme alternée de fo rêts

Application aux rep résentations du group e symétrique

Nomb re de fo rêts minimales

Outil : équations de transp o rt

Esquisse de p reuve

Illustration

Premier choix de b oucles

!

! +

�

V alentin Féra y (avec P . ‘ et M. D.) Ma riages et p olynômes de Kerov 6/20



Décomp osition de graphes en somme alternée de fo rêts

Application aux rep résentations du group e symétrique

Nomb re de fo rêts minimales

Outil : équations de transp o rt

Esquisse de p reuve

Illustration

Premier choix de b oucles

!

! +

�

Second choix de b oucles

! +

�

V alentin Féra y (avec P . ‘ et M. D.) Ma riages et p olynômes de Kerov 6/20



Décomp osition de graphes en somme alternée de fo rêts

Application aux rep résentations du group e symétrique

Nomb re de fo rêts minimales

Outil : équations de transp o rt

Esquisse de p reuve

Illustration

Premier choix de b oucles

!

! +

�

Second choix de b oucles

! + �

! + +

� �

V alentin Féra y (avec P . ‘ et M. D.) Ma riages et p olynômes de Kerov 6/20



Décomp osition de graphes en somme alternée de fo rêts

Application aux rep résentations du group e symétrique

Nomb re de fo rêts minimales

Outil : équations de transp o rt

Esquisse de p reuve

Illustration

Premier choix de b oucles

!

! +

�

Second choix de b oucles

! + �

! +
�

�
�

�
+

� �
�

�
�

�

V alentin Féra y (avec P . ‘ et M. D.) Ma riages et p olynômes de Kerov 6/20



Décomp osition de graphes en somme alternée de fo rêts

Application aux rep résentations du group e symétrique

Nomb re de fo rêts minimales

Outil : équations de transp o rt

Esquisse de p reuve

Énoncé p récis

Dé�nition

Soit q : V � ( G ) ! f 2 ; 3 ; : : :g. Une q -fo rêt est une sous-fo rêt

minimale de G telle que tout sommet bleu n 2 V � ait q ( n ) � 1

voisins.

Théo rème (DF‘ 2008)

Ap rès itération de nos transfo rmations sur un graphe G , la somme

des co e�cients des q -fo rêts vaut :

(� 1 ) j V � ( G )j� # c : c :( G )
si 8 A � V � ; j V oisins ( A )j �

P

n 2 A

�
q ( n ) � 1

�

avec égalité ssi A est l'ensemble de sommets

bleus d'une union de comp osantes connexes de G ,

0 sinon.

Déf : un graphe G véri�ant cette condition est dit q -admissible.

V alentin Féra y (avec P . ‘ et M. D.) Ma riages et p olynômes de Kerov 7/20



Décomp osition de graphes en somme alternée de fo rêts

Application aux rep résentations du group e symétrique

Nomb re de fo rêts minimales

Outil : équations de transp o rt

Esquisse de p reuve

Compa raison avec le lemme des ma riages de Hall

Théo rème (Lemme des ma riages, version p olygame)

G contient une q -fo rêt

() 8 A � V � ; j V oisins ( A )j �
X

n 2 A

�
q ( n ) � 1

�

La q -admissibilité s'écrit de la même manière, mais avec des

conditions p récises d'égalité.
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Équations de transp o rt

a b c

d
e

f

3

2

Graphe bicolo re G muni

de q : V � ! f 2 ; 3 ; : : :g

système asso cié

�! ( S

q

G

)

8
>>>><

>>>>:

x

a

+ x

b

+ x

c

= 3 � 1

x

d

+ x

e

+ x

f

= 2 � 1

x

a

+ x

d

= 1

x

b

+ x

e

= 1

x

c

+ x

f

= 1
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>>>>:
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a

+ x

b

+ x

c

= 3 � 1

x

d

+ x

e

+ x

f

= 2 � 1

x

a

+ x

d

= 1

x

b

+ x

e

= 1

x

c

+ x

f

= 1

Existence d'une q -fo rêt

, Existence d'une solution de ( S

q

G

) à valeurs dans f 0 ; 1 g.
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+ x
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+ x

c

= 3 � 1

x

d

+ x
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+ x

f

= 2 � 1

x

a

+ x

d

= 1

x

b

+ x

e

= 1

x

c

+ x

f

= 1

Prop osition : G est q -admissible

, Existence d'une solution de ( S

q

G

) à valeurs dans ] 0 ; 1 ] .

L'ensemble de ces solutions sera noté Sol ( G )
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Lien avec notre transfo rmation

Un graphe bicolo re G avec un

cycle C o rienté.
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Décomp osition de graphes en somme alternée de fo rêts

Application aux rep résentations du group e symétrique

Nomb re de fo rêts minimales

Outil : équations de transp o rt

Esquisse de p reuve

Lien avec notre transfo rmation

T rois t yp es d'a rête :

e 2 E n C en trait plein

e 2 HE ( C ) (celles qu'on e�ace

dans la transfo rmation) : p etit

p oitillé

e 2 C n HE ( C ) : grand p ointillé
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Nomb re de fo rêts minimales

Outil : équations de transp o rt

Esquisse de p reuve

Lien avec notre transfo rmation

Soit ( x

e

)
e 2 E

G

une solution de ( S

q

G

) .

-t + t

+ t -t

On dé�nit ( y

e

) pa r

e 2 E n C : y

e

= x

e

e 2 HE ( C ) : y

e

= x

e

� t

e 2 C n HE ( C ) : y

e

= x

e

+ t

Alo rs ( y

e

)
e 2 E

G

est solution de ( S

q

G

) .
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Outil : équations de transp o rt
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Décomp osition de Sol ( G )

G graphe bicolo re, C cycle o rienté

Sol ( G ) =
G

A � HE ( C )

f ( x

e

) 2 R E

> 0

sol de ( S

q

G

) tel que a rg min

e 2 HE ( C )
x

e

= A

	

| {z }
Sol

A

( G )

V alentin Féra y (avec P . ‘ et M. D.) Ma riages et p olynômes de Kerov 11/20



Décomp osition de graphes en somme alternée de fo rêts

Application aux rep résentations du group e symétrique

Nomb re de fo rêts minimales

Outil : équations de transp o rt

Esquisse de p reuve

Décomp osition de Sol ( G )

G graphe bicolo re, C cycle o rienté

Sol ( G ) =
G

A � HE ( C )

f ( x

e

) 2 R E

> 0

sol de ( S

q

G

) tel que a rg min

e 2 HE ( C )
x

e

= A

	

| {z }
Sol

A

( G )

Retirer leur valeur minimale aux ( x

e

)
e 2 HE ( C ) et l'ajouter aux

( x

e

)
e 2 C nHE ( C ) dé�nit une op ération Sol

A

( G ) ! Sol ( G n A ) .

En pa rticulier, Sol

A

( G ) 6= ; () G n A q -admissible.

Dans ce cas, dim

�
Sol

A

( G )
�

= dim

�
Sol ( G n A )

�
+ 1 :

V alentin Féra y (avec P . ‘ et M. D.) Ma riages et p olynômes de Kerov 11/20



Décomp osition de graphes en somme alternée de fo rêts

Application aux rep résentations du group e symétrique

Nomb re de fo rêts minimales

Outil : équations de transp o rt

Esquisse de p reuve

Ca ractéristique d'Euler

Grâce à cette décomp osition en simplexes du simplexe Sol ( A )

� ( Sol ( G )) =
X

A � HE ( C )

� ( Sol

A

( G ))

(� 1 ) dim ( Sol ( G )) �
G q -adm

=
X

A � HE ( C )

(� 1 ) dim ( Sol ( G nA ))+ 1 �
G nA q -adm
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Nomb re de fo rêts minimales

Outil : équations de transp o rt

Esquisse de p reuve

Ca ractéristique d'Euler

Grâce à cette décomp osition en simplexes du simplexe Sol ( A )

� ( Sol ( G )) =
X

A � HE ( C )

� ( Sol

A

( G ))

(� 1 ) dim ( Sol ( G )) �
G q -adm

=
X

A � HE ( C )

(� 1 ) dim ( Sol ( G nA ))+ 1 �
G nA q -adm

Les dimensions sont faciles à calculer. On obtient :

Théo rème

Le nomb re de graphes q -admissibles comptés avec la multiplicité

(� 1 )# comp. connexes

est inva riant pa r nos transfo rmations.

! implique immédiatement le résultat annoncé.
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Une fo rmule combinatoire p our les ca ractères irréductibles

Interp rétation combinatoire des p olynômes de Kerov

Ca ractères irréductibles centraux du group e symétrique

irrep de S

n

() pa rtitions � de n .

� � (� ) : valeur du ca ractère de la rep résentation indexée pa r �
sur une p ermutation de t yp e �
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Ca ractères irréductibles centraux du group e symétrique

irrep de S

n

() pa rtitions � de n .

� � (� ) : valeur du ca ractère de la rep résentation indexée pa r �
sur une p ermutation de t yp e �

On la reno rmalise et on la rega rde comme une fonction de �
(si j� j � j � j , on complète � avec des pa rts égales à 1) :

� � (� ) = n ( n � 1 ) : : : ( n � j � j + 1 )
| {z }

j � j termes

� � (� 1

j � j�j � j)
� � ( Id j � j )
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On la reno rmalise et on la rega rde comme une fonction de �
(si j� j � j � j , on complète � avec des pa rts égales à 1) :

� � (� ) = n ( n � 1 ) : : : ( n � j � j + 1 )
| {z }

j � j termes

� � (� 1

j � j�j � j)
� � ( Id j � j )

On cherche à l'exp rimer à pa rtir d'autres fonctions

( observables ) sur les pa rtitions.
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P olynômes de Kerov

Observables intéressantes (qui jouent un rôle asymptotique) :

les cumulants lib res ( R

i

(� ))
i � 2

:

Théo rème (Kerov 2000, publié pa r Biane)

Il existe un p olynôme K

k

, app elé k -ième p olynôme de Kerov tel

que :

8�; �
k

(� ) = K

k

( R

2

(� ); R

3

(� ); : : :)
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P olynômes de Kerov

Observables intéressantes (qui jouent un rôle asymptotique) :

les cumulants lib res ( R

i

(� ))
i � 2

:

Théo rème (Kerov 2000, publié pa r Biane)

Il existe un p olynôme K

k

, app elé k -ième p olynôme de Kerov tel

que :

8�; �
k

(� ) = K

k

( R

2

(� ); R

3

(� ); : : :)

Conjecture (Kerov 2000, publiée pa r Biane)

Les co e�cients de K

k

sont p ositifs.
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La conjecture de Kerov

Une fo rmule combinatoire p our les ca ractères irréductibles

Interp rétation combinatoire des p olynômes de Kerov

Graphe bicolo re asso cié à une paire de p ermutations

Dé�nition pa r l'exemple � = ( 1536 )( 24 ); � = ( 14 )( 253 )( 6 ) .

(1 4)
(2 5 3)

(6)

(1 5 3 6)

(2 4)

V � ' C (� ) (1)

V � ' C (� ) (2)
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Dé�nition pa r l'exemple � = ( 1536 )( 24 ); � = ( 14 )( 253 )( 6 ) .

(1 4)
(2 5 3)

(6)

(1 5 3 6)

(2 4)
Graphe G

�;�

# d'a rêtes entre c

1

2 C (� ) et c

2

2 C (� ) = j c

1

\ c

2

j
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La conjecture de Kerov

Une fo rmule combinatoire p our les ca ractères irréductibles

Interp rétation combinatoire des p olynômes de Kerov

F o rmules p our les ca ractères et les cumulants

Théo rème (Stanley , F., ‘niady 2007)

�
k

=
X

�;� 2 S

k

� � � =( 1 ::: k )

� N ( G

�;� ); (1)

R

k + 1

=
X

�;� 2 S

k

� � � =( 1 ::: k )
G

�;�
a rb re

� N ( G

�;� ); (2)

où N asso cie à un graphe bicolo re une fonction sur les pa rtitions et

est laissée inva riante pa r nos transfo rmations.
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La conjecture de Kerov

Une fo rmule combinatoire p our les ca ractères irréductibles
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Lien avec la p remière pa rtie

�
k

( 1 )

��
��

��
��

�

��
��

��
��

�
( 2 )
88

88
88

88

88
88

88
88

X
�

Y
R

j

i

( 3 )

X

�;�;:::

� N ( G

�;� )

( 4 )

N

� X

F fo rêts

� F

| {z }
A

�
N

� X

F fo rêts

� F

| {z }
B

�

( 1 ) p olynôme de Kerov

( 2 � 3 ) fo rmules du slide

p récédent p our �
k

et R

k + 1

( 4 ) on itère nos transfo rma-

tions qui laissent N inva ri-

ant
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Lien avec la p remière pa rtie
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� F

| {z }
A
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F fo rêts

� F

| {z }
B

�

Les N ( F ) ne sont pas

linéairement indép endants.

Donc, en général, A 6= B .
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A
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N
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F fo rêts

� F

| {z }
B

�

Les N ( F ) ne sont pas

linéairement indép endants.

Donc, en général, A 6= B .

Boîte noire

Si on choisit bien les cycles

p our obtenir ( 4 ) , alo rs

A = B .
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Si on rega rde les fo rêts min-

imales,

Y

i

R �
i

= N ( F � )+ N

�
fo rêts non

minimales

�
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( 4 )
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� X

F fo rêts

� F

| {z }
A

�
N

� X

F fo rêts

� F

| {z }
B

�

Si on rega rde les fo rêts min-

imales,

Y

i

R �
i

= N ( F � )+ N

�
fo rêts non

minimales

�

On en déduit :

"
Y

i

R �
i

#

K

k

= [ F � ] A = [ F � ] B :

2

e

égalité : A = B avec un

b on choix de cycles, mais

[ F � ] B ne dép end pas de ce

choix.
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Notre résultat

Théo rème

Le co e�cient de R

s

2

2

R

s

3

3

� � � dans K

k

est égal au nomb re de triplet

(�; �; q ) tels que :

� � � = ( 1 : : : k ) ;

j C (� )j = s

2

+ s

3

+ � � � ;

j C (� )j + j C (� )j = 2 s

2

+ 3 s

3

+ 4 s

4

+ � � � ;

q : C (� ) ! f 2 ; 3 ; : : :g véri�e q

� 1 ( i ) = s

i

� 1 ;

G

�;�
est q -admissible.

Les co e�cients de K

k

comptent des facto risations (colo rées) dans

S

k

!
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Et la suite...

Autres résultats valable p our tout choix de b oucles ? P as de

conjectures p our l'instant...

P a r contre, si G a une structure de ca rtes, il y a un choix de

b oucles intéressants. Calcul des co e�cients des fo rêts ?

Dénomb rement des triplets admissibles ... P eut-on obtenir une

série génératrice ? Des résultats sur la fo rme des co e�cients

(p olynômes en telles va riables, etc...) ?

Les relations utilisées ici sont-elles les seules p our les N ? Si

oui, N ( A ) = N ( B ) ) [ F � ] A = [ F � ] B et on n'aurait plus b esoin

de la b oîte noire...
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Merci

Merci p our votre attention !

Des questions ?
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