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Controle optimal stochastique a horizon infini
(Puterman, 1994; Bertsekas & Tsitsiklis, 1996; Sutton & Barto, 1998)

Systéme dynamique contrdlé avec récompenses:

X0, 40, ro, X1, 41, N, X2, az, rz, x3, ...

Processus décisionnel de Markov (MDP):
e X, espace d'états (fini ou dénombrable),
e A, espace d'actions (fini ou dénombrable),
e r: X x A— R, fonction récompense, (re = r(xe, ar))

e p: X xA— Ax, noyau de transition.  (xe+1 ~ p(+|xt, at))

But: Trouver une politique 7 : X — A déterministe stationnaire de sorte
a maximiser la valeur v, (x) pour tous x:

vo(x) =E Z’ytrt xo=x, {Vt, aa =7(x)}|. (v€(0,1))
t=0

N
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lllustration: Tetris
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Equations & Operateurs de Bellman
Pour toute politique 7, v, est solution de I’équation de Bellman:

Vx, vr(x) = r(x, m(x +’yz yIx,m(x))ve(y) < vi= Tava.
yeX

La valeur optimale v, est solution de I'équation d’optimalité de
Bellman:

vx, vi(x) = max (r(x.a) HZ;'JMX’ () & v=Tu
S

T, :RX - RX and T : RX — RX sont y-contractants pour la
norme infinie || - || oo-

Pour toute v € RX, 7 est une politique gloutonne par rapport
a v, noté m = Gv, ssi

Vx, 7(x) € arg max (r(x, a)+ry Z p(y|x, a)v(y)) & T.v=Tv.
acA ox
y

T € Gvs



Value lteration

Vi1 < TVk

Algorithmes

Policy Iteration

Tht1 < Gk
Vka1 < (Z
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Value lteration

Tk+1 ¢ Gvk
Vi1l < TVk =

T

Tk+1

Vk

Algorithmes

Policy Iteration

Tht1 < Gk
Vikt1l < Vm = (Tﬂk+1)oovk
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Algorithmes

Value Iteration Policy lteration
Tk+1 ¢ Gvk Tht1 < Gvk
Vi1l < TVk = T‘ﬂ'k+1 7% Vi1 < Vi = (T,THI)OOV/(

Modified Policy Iteration (Puterman & Shin, 1978)

Tht1 — GV
Vi1 ¢ (Torp) vk (1< m<o0)
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Plan de I'exposé

@ Complexité de Policy Iteration

@ Classification Based Modified Policy Iteration

© Politiques non-stationnaires

O Sur quelques schémas approchés de type Pl
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Plan de I'exposé

@ Complexité de Policy Iteration
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Complexité de Policy Iteration (1)

e X ={1,2,...,n}, espace d'états fini,

e A={1,2,...,m}, espace d'actions fini.

Theoreme (Scherrer, 2016)

Policy Iteration termine aprés au plus O (1"_"; log (ﬁ)) itérations.

Theoréme (Scherrer, 2016)

2
Simplex-P| termine aprés au plus O (1”7’2 log (ﬁ)) itérations.

e Améliore d’un facteur O(log n) les précédentes bornes de Policy lteration
(Hansen et al. , 2013) et Simplex-Pl (Ye, 2011).

e Optimalité: n, m, ﬁ? (Fearnley, 2010; Hollanders et al. , 2012;

Melekopoglou & Condon, 1994).

® Extension aux jeux stochastiques (Akian & Gaubert, 2013)
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Complexité de Policy Iteration (2)

Theoreme (Scherrer, 2016)

Simplex-Pl termine aprés au plus O (i*m?7,7, |0g2(n’7't7',)) itérations.

e Généralise le résultat et la preuve de (Post & Ye, 2012) sur les MDPs
déterministes (ou 7+ < n et 7, < n)
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Complexité de Policy Iteration (2)

Theoreme (Scherrer, 2016)

Simplex-Pl termine aprés au plus O (i*m?7,7, Iogz(nTtT,)) itérations.

e Généralise le résultat et la preuve de (Post & Ye, 2012) sur les MDPs
déterministes (ou 7+ < n et 7, < n)

Complexité de Policy Iteration pour un MDP déterministe ?
(entre Q(n?) (Hansen & Zwick, 2010) et O(an) (Hollanders et al. , 2015))
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Plan de I'exposé

@ Classification Based Modified Policy Iteration
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Programmation dynamique approchée

e [(T)™v](x) approché par Monte-Carlo:

m—1

[(T)™106) =E | D 4 r(xe, at) +9"v(xm)

t=0

xo = x,{Vt,ar = 7(x¢)}

e “v(-) < [Au](-)" approché par régression:

Au , =12...
VE??RXZ“ = [Ad()P, P

o 7(-) < [Gf](-)" approché par classification (a colit sensitif)

min ZM ) (max[Tuf)(x) — [T-F)(x))

reMcAX
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Classification-based MPI
(Scherrer, Ghavamzadeh, Gabillon, Lesner, Geist, 2015)

"

.V = (Tr) w1 " (vk) vivant dans F C RX
m "mg1 4 G[(Te) " via] (mx) vivant dans M C AX

m Erreur pour I'étape d’évaluation : ¢, =

Vi < (Tﬂ-k)mvk_l + €k

m Erreur pour I'étape gloutonne : ¢, =

Tierr = G (Tr) " Vi1,

ol pour tout T,

To(Tr)"Vik—1 < Ty (T )" Vi—1 + €&
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Propagation des erreurs pour CBMPI

Theoréeme (Scherrer, Ghavamzadeh, Gabillon, Lesner, Geist, 2015)

Apres k itérations, la perte satisfait

29" (y =<
e = vl < 25 s gl

1<j<k—1
(1-79

++—"2 sup ||€]lee + O(Y¥),
e léjgk\\JHoo (%)

e Généralise les bornes pour AVI (m = 1) et APl (m = o0) de
(Bertsekas & Tsitsiklis, 1996).

e m contrdle I'influence de I'erreur sur |la fonction valeur.

o Résultats empiriques trés bons sur Tetris (20.10° lignes)
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Plan de I'exposé

© Politiques non-stationnaires
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Algorithmes

App. Value lteration App. Policy lteration
The1 < GVi Tht1 < Gk
Vi1 < Tvi+ex = TmHVk + €k Vil < Vi = (Tﬂkﬂ)oovk aF G

App. Modified Policy Iteration

Thy1 < GV
Vi+1 (T,rkﬂ)’"vk + €k (1 <m< OO)

Théoreme (Singh & Yee, 1994; Gordon, 1995; Bertsekas & Tsitsiklis, 1996)
(Scherrer, Ghavamzadeh, Gabillon, Lesner, Geist, 2015)

Supposons ||éx||eo < €. La perte satisfait

2
limsup || Ve — Vi, ||oo < S —

k=00 (T—7)?
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Optimalité de la borne pour AVI

—2ve 2y +72)e 2y +72+7)e ~2% e
C% O (O
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Optimalité de la borne pour AVI

—29e “2Ay+7%)e =27+ + 1) 2y
& W 0 W%
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—2ye

Optimalité de la borne pour AVI

“2(y+7%)e =20y + 7 +3)e

GG T

1

2
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GG T

—2ye

Optimalité de la borne pour AVI

“2(y+7%)e =20y + 7 +3)e

1

2

Vo

0

0
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Optimalité de la borne pour AVI

“2(y+7%)e =27+ +7)e 2
C% YA 0 \ %0
1 2 3 2
Vo 0 0 0 0
%1 —€ 0 0
Etat 2: 0+ y(—¢) = —2ve + ¢
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Optimalité de la borne pour AVI

“2(y+7%)e =27+ +7)e 2
C% YA 0 \ %0
1 2 3 2
Vo 0 0 0 0
%1 —€ 0 0
Etat 2: 0+ y(—¢) = —2ve + ¢
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Optimalité de la borne pour AVI

—2ve “2(y+7%)e =20y + 7 +3)e —29 e

C% o 0 o\
1 2 3 4
Vo 0 0 0 0
%1 —€ 0 0
Vo —ve | —e—ye €+ ye 0

Etat 2: 0+ y(—¢) = —2ve + ¢
Etat 3: 0+ y(—¢ — ve) = —2(y + ¥2)e + (e + 7ye)
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Optimalité de la borne pour AVI

0 “2e  =2Av+9Re 2749247 2
C% o Ao o W o o\
1 2 3 2
Yo 0 0 0 0
Vi —€ € 0 0
V2 | € | —€ ¢ €+ e 0

Etat 2: 0 + ’Y(f({) g —2#}/6 + /-YE
Etat 3: 0 + ’y(—c — f‘)/g) — 72(fy+72)6+7(6 +"}’6)
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Optimalité de la borne pour AVI

0 —27e “2(v+9%)e =207 +7* +%)e 2
C% o o Ut W WS
1 2 3 4
Vo 0 0 0 0
Vi —c € 0 0
Vo —ve | —e—ye €+ ye 0
V3 —’726 —’726 —€ — Y€ — ’726 €+ e+ ’er

Etat 2: 0+ y(—¢) = —2ve + ¢
Etat 3: 0+ y(—¢ — ve) = —2(y + ¥2)e + (e + 7ye)
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Optimalité de la borne pour AVI

—2ve “2(y+7%)e =2y + 7 +3)e —29 e
C% e 0 o\
1 2 3 4
Vo 0 0 0 0
Vi —c € 0 0
Vo —ve | —e—ye €+ ye 0
V3 —’726 —’726 —€ — Y€ — ’726 €+ e+ ’er

Etat 2: 0+ y(—¢) = —2ve + ¢
Etat 3: 0+ y(—¢ — ve) = —2(y + ¥2)e + (e + 7ye)
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Optimalité de la borne pour AVI

k
o=
23/J—1_7 €

0 ~27e “2(v+1%)e =2y +72+77)e
Q% o o Ut W WS
1 2 3 4
Vo 0 0 0 0
Vi —c € 0 0
%3 —ve | —e —ve €+ ve 0
V3 7’}/26 f’yze —€ — Y€ — ’}/26 €+ e+ 726

Etat 2: 0+ y(—€) = —2ve + e
Etat 3: 0+ y(—¢ — ve) = —2(v + ¥?)e + (e + 7ve)

e k k
S0 T YR (R Y it s R 0 it S - S
=3 (255 =2 e = Ty

16
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Non-Stationary Value lteration

AVI produit une séquence de valeurs/politiques (711 € Gv;)

Vo V1 Vo . Vk_—y N Vk_2 Vik—1
T T2 T3 Tk—0+1 Tk—1 Tk

Idée: Utiliser la politique non-stationnaire périodique:

oo
(0k,0)™ =Tk The1 =+ Th—eg1 Tk Thel * o Thoggl """

Ok, ¢: £ dernieres politiques Ok, ¢: £ dernieres politiques

Théoréeme (Scherrer & Lesner, 2012)

Supposons ||éx|lco < €. Pour tout ¢, la perte satisfait

limsup [V — V(o )= |loo < 2—76.
- ‘ - (1-91-7)
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Non-Stationary PI

NSPI(¢)

The1 < Gvk
Vi1 € V(op10)> T €k (avec Vi1 >~ Toppr Vkt1)

ol (Uo’g)oo =T T—1 .. T—p41 TQ TT—1 ... T—p+1
est arbitraire et

Vv, TO.MV =T To s To v

Sortie en fonction de k:

(U(t;)oo = (71'0 T—1 -+ T—p42 7Lg+1)°°
(Jf)oo =(m T ... Topy3 Tp12)™
(Ug)oo =(momy ... T_pys T_p13)°
(UI{)OO = (M) Th=1 -+ Th—t42 Th—p+1)>
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Non-Stationary Pl

NSPI(¢)
Tht1 < Gk
V41 < V(oks1.0)> + €k (avec Vi1l = T0k+1,£ Vk+1)

ou (0073)00 =ToQ7M—-1 ... MT—y41 TQ -1 -+ T—p41 ---
est arbitraire et

Vv, Tauv =T To s Ty v

Théoréme (Scherrer & Lesner, 2012)
Supposons ||éx|lco < €. La perte satisfait
2y

limsup||vi — Vi, yolloe < ————¢.
k—>oop|| (ok,e) ” (1 775)(1 77)
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Non Stationary Modified Policy Iteration

NS Value Iteration NS Policy Iteration
Tk+1 ¢ Gvk Tht1 < Gvk
Vkt1 < Tﬂ-kJrl Vi + €k Vi1 < (Tgkﬂ‘{)oo T,U(Jrl Vk + €k

NS Modified Policy Iteration

The1 < Gk
Vbl < (T )™ Ty Vi + €k (0<m< o0)

Théoréme (Lesner & Scherrer, 2015)

Supposons ||éx|lo < €. La perte satisfait

limsup|[ve = vo g oo S
k—r00 o (1-791-7)

Confirmation empirique de I'analyse

. s 25
Optimalité de la constante a=9a=)
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Plan de I'exposé

O Sur quelques schémas approchés de type Pl
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Constantes de concentrabilité

e Les bornes de performances sont en fait (Munos, 2003; Munos &
Szepesvari, 2008)

limsup ||ve — v, I <L
P T )

max ||ex |1, -
k—o00 k

ol
C= (1= =) S (i1 + k)
i=0 j=0

pPry Pry...Pr;
v

et C(") = MaXgy my,...,m 1
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Analyse (1/2) (Scherrer, 2014)

‘ Algorithme H Perte en norme /1 ;, ‘ # Itér. ‘ Mémoire
Cc(21,0) . c
SR O B ) Bl B
API(a) cr0) Ty € a7 o8 ¢
P | Y mae | aiploec |
CPI e T cloet T log:
Cr. = ¢ 2
PSDP.. C(Wf) Ty clog: T log ¢
ct! = ¢ s log
a9 e ¢ | a8
NSPI(2) T aopasy clet | ylet | ¢
C?S'];) + ¢ Cl(z_i;) ﬁ € ﬁ log %
Cr, +'yé% ﬁ clog% ﬁlog%

CPI (Kakade & Langford, 2002), PSDP (Bagnell et al., 2003)



Analyse (2/2): Hiérarchie des constantes

Ceo—Ce—(e)
(=)

A—B ssi {B<oo= A< oo}
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Analyse (1'/2)

‘ Algorithme H Perte en norme /1, ‘ # Itér. Mémoire ‘
API c0) (137)2 clog; | {logt 1
CPI Cn. (1_17)2 € -
PSDP. Cr, asp €loge T log ¢
NSPI(¢) Cr, +7° f(”m) ﬁ elog% ﬁlog% L

e CPI arbitrairement meilleur que API, mais avec exponentiellement
plus d'itérations

e PSDP, jouit du meilleur des deux mondes

e CPIl et PSDP,, peuvent requérir beaucoup de mémoire
= NSPI(¢) permet de faire un compromis qualité/mémoire

Confirmation empirique de I'analyse
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Analyse (1'/2)

‘ Algorithme H Perte en norme /1, ‘ # Itér. ‘ Mémoire
API c0) (137)2 clog; | {logt 1
CPI C. = %
PSDP.. C.. oy clogt T log ¢
NSPI(¢) Cr, +7° f(zm)) ﬁ elog% ﬁlog% L

e CPI arbitrairement meilleur que API, mais avec exponentiellement

plus d'itérations
e PSDP, jouit du meilleur des deux mondes

e CPIl et PSDP,, peuvent requérir beaucoup de mémoire
= NSPI(¢) permet de faire un compromis qualité/mémoire

Confirmation empirique de I'analyse
Existe-t-il un algorithme avec performance 1C’r €

-y
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lllustration of approximation on Tetris

@ Approximation architecture for the value and for the score (on
which the policy is based)

fo(x) = 6o Constant
+ 01h1(x) + O2ha(x) + - - - + b10h10(X) column height
+ enAhl(X) + 912Ah2(X) + -4 elgAhg(X) hEIght variation
+ 09 max hi(x) max height
+ 01 L(x) # holes

® Sampling Scheme: play games
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Projected Bellman Equation

e Solve V™ =T1T™V™ instead of v = T™v™ (7)

107 = v < MV = Obestl] (@)

e Revisit of the analyses of (Schoknecht, 2002) and (Yu & Bertsekas,
2010) in terms of oblique projection (Significant simplification)

e Connections with PDE Numerical Analysis (Saad, 2003)
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LSTD())
e v is the unique solution of the Bellman equation:

Vx, v(x) =r(x) + 7Y _plyx)v(y) & ve=Tv
y
& v=r+v9Pv & v:(lf'yP)*lr.
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LSTD())
e v is the unique solution of the Bellman equation:

Vx, v(x) =r(x) + 7Y _plyx)v(y) & ve=Tv
y
& v=r+v9Pv & v:(lf'yP)*lr.

o Equivalently, for all X, v is the unique solution of
o0
v=Tw E (12 ATy
k=0

= (I =MP)(r+ (1= N)yPv)
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LSTD())
e v is the unique solution of the Bellman equation:

Vx, v(x) =r(x) + 7Y _plyx)v(y) & ve=Tv
y
& v=r+v9Pv & v:(lf'yP)*lr.

o Equivalently, for all X, v is the unique solution of
o0
v=Tw E (12 ATy
k=0

= (I =MP)(r+ (1= N)yPv)

e Look for a linear approximation ¥(/) = 27:1 w;@;(i) or ¥ = dw
P(1) wi
¢ = :(¢1 (bd) and w =
¢(N)/ linearly independent Wy
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LSTD()) - Main result

Théoreme
Let ||®|l < L. Let v be the smallest eigenvalue of ®'D, . Let

Xi ~ p. Then, for all § € (0,1), with probability at least 1 — ¢, for
all n > ng(9), A is invertible and:

lva = Wallw <
AV, L2 log(n—1) %ﬁ ~ N
vn—1(1—-~)v (1+ {Iog(%) w> 1 1,0) 4 A, )

with I(n,d) = (Iog( )Iog( )) and h(n,d) = (IOg( )>

v > 0 if the features are linearly independent.

« depends on the B-mixing properties of the process.
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LSTD() - Corollary

e The global error satisfies:

N 1—X\y
v =l < &

v = Tv|[ +

approximation error

4VpaxdL? log(n —1)

Vit U g () | )

estimation error

e )\ =1 (resp. A =0) minimizes the approximation (resp. estimation)
error

e When n — oo, the best value of \ tends to 1.
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Tetris (10 x 20)

Rollout size m of CBMPI Rollout size m of DPI

- -5 —=-10 = 5 -—- 10

20

Averaged lines removed ( x 10°)
10
|

Iterations

Courbes d’apprentissage pour Cross Entropy, DPI(=CBMPI avec vy = 0) et CBMPI
en utilisant ~ 20 fonctions de base. 100 répétitions des algorithmes.

Bppi/campr = 32.106 échantillons. Bcg = 1700.10° échantillons. 342



Optimalité de la borne (Lesner & Scherrer, 2015)

2y =2y +77)e

0
Pour tout m et ¢, NSMPI produit une séquence de politiques
(7k)k>1 telles que 7y agit optimalement partout sauf en k.
Ainsi, (04 ¢)> = (mkTk—1 ... Tk—r+1)°° reste bloquée dans la

boucle
k, k+¢—-1, k+4-2, k+1, k,

et par conséquent

_ 2y — A
K N (R R

OO
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lllustration empirique

m=2 m=5
140 140 140
120 120 120
100 100 100
80) 80| 80|
60) 60| 60]
40| 40 40
20 20 20|
10 20 30 40 0 10 20 30 40 10 20 30 40
m=10 m=25 m=50
140 1401 140]
120 120 120
100 100 100
80) 80| 80|
60) 60| 60|
a0 a0 40
20 20 20|
10 20 30 40 0 10 20 30 40 16 20 30 40
m=100 m=300 m=inf
140) 1401 140
129) 120 120
100 100) 100)
80) 80) 80|
60) 60) 60|
40 40 40
20 20f\ 20f
10 20 30 40 0 10 20 30 40 10 20 30 40

Figure: Erreur moyenne de la politique (o,¢)> en fonction des

itérations k. ¢ =1,

, ¢ =5,1=10.
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Approximate/Conservative Policy Iteration

API

7Tk+1 — gek(ya Vﬂ'k)
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Approximate/Conservative Policy Iteration

API

7Tk+1 — gek(y7 Vﬂk)

CPI/CPI+/CPI(«) (Kakade and Langford, 2002)

Tk+1 — (1 - ak—‘rl)ﬂ-k + ak+1g€k(dy,7rka VTI'k)

¢ dyr (X)) = (1= NBgmw [ 2207 amr | 3 = mi(xt) ]
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Approximate/Conservative Policy Iteration

API
7Tk+1 — gek(y7 Vﬂk)

CPI/CPI+/CPI(«) (Kakade and Langford, 2002)

Tt & (1 — apy1)mh + ak11Ge, (domyr Vi)
o dyr (X)) = (1= 1) Esgmr [ X2V e | a8 = mi(xe) |

API(«) (Lagoudakis, 2003)

1 < (1 — a)mp + aGe, (v, Vi, )
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Policy Search by Dynamic Programming a
horizon infini

PSDP,, (variation de PSDP, Bagnell et al., 2003)

7Tk+1 — gek(y7 VO'k)

® 0y =Tk Tk—1 ... T est une politique a horizon k (o9 = &)

ey I0, (vo, =0)

° v, =T, Tx
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Policy Search by Dynamic Programming a
horizon infini

PSDP,, (variation de PSDP, Bagnell et al., 2003)

7Tk+1 — gek(y7 VO'k)
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Policy Search by Dynamic Programming a
horizon infini

PSDP,, (variation de PSDP, Bagnell et al., 2003)

7Tk+1 — gek(y7 VO'k)

® 0y =Tk Tk—1 ... T est une politique a horizon k (o9 = &)
w1 110, (vey =0)

° v, =T, Tx

e Sortie: On compléte oy arbitrairement:

Ok * = Ty Mh—1 ... Ty T * (x=arbitraire)

Pour CPI et PSDP,, la mémoire augmente linéairement avec le
nombre d'itérations!
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Non-Stationary Policy Iteration

NSPI(¢)

Thk41 < gq(”? V(g—f)oo)

o (04)® = (mk Tk—1 ... Tk—e+1)> est une politique de période ¢

° V(o‘f)oc = Tﬂ—k T7Tk71 .

T7Tk—/2+1 V(ot)o
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® (04)> = (Tk Tk—1 .. Tk—e1)™ est une politique de période £
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e Sortie:
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Non-Stationary Policy Iteration

NSPI(¢)

ka1 < Ge (v, V(gf)oo)

o (04)® = (mk Tk—1 ... Tk—e+1)> est une politique de période ¢

¢ Vigtye = Ty Trpy oo T

Th—e1 V(ok)>

e Sortie:
(U(l;)oo = (mo 1 ... T_pyo T_g31)>
(0)>® = (71 7o .. T_p13 T_p12)™®
(Ug)oo =(mam ... T_gya T_gy3)>
(O.ﬁ)oo = (ﬂ—k Tk—1 -+ Thk—(+2 7Tk_g+1)°°

Intermédiaire entre API=NSPI(1) et PSDP,,~NSPI(c0).
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Analyse (2/2): Hiérarchie des constantes

A—B ssi {B<oo= A< oo}

cBR = (1 - ) E Aeli+ k), cd=a-m E ¥ er. (),
i=0 i=0
oo oo
o ) () E E A+ K, e S Crv
i=0  j=0

where piPr) Pry ... Pr; < c(i)v and u(Pr, )i < ey, (Nv. 40 /24



Simulations numériques

API API(0.1) CPI+ (line search)

CPI(0.1)
T
&
ES
0'00 2‘0 4‘0 éO 8[0 100 0'CO 2‘0 4‘0 éO 8‘0 100 O'GO 2‘0 4‘0 éO éO 100 0‘00 2‘0 4‘0 6‘0 8‘0 100
Iterations Iterations Iterations Iterations
NSPI(5) NSPI(10) NSPI(30) PSDPoo
0.6 1 0.6 1 0.6 0.6 1
. 0.5 1 —~ 0.5} 1~ 05 0.5f 1
+04p 1§ 04p 1704 0.4} 1
O O R T O <93 |
= 0.2f 4 % oa2f 4 %02 S oopm—
0.11 1 0.1 1 0.1 0.1F 1
c"CO 20 40 60 80 100 O'CO 20 40 60 80 100 0‘00 20 40 60 80 100 0.00 20 40 60 80 100
Iterations Iterations Iterations Iterations

33 % 30 ~ 800 problemes Garnet (Archibald et al. , 1995).

Pour chaque probléme, les algorithmes ont été lancés 30 fois.
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